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Oral
Mathématiques 1

PC
On note 𝐸 = ℝu� [𝑋], espace muni du produit scalaire

∀(𝑃 , 𝑄) ∈ 𝐸2, ⟨𝑃 , 𝑄⟩ =
1

∫
0

𝑃(𝑡)𝑄(𝑡)d𝑡

On choisit un élément 𝑅 fixé de 𝐸 .

Pour tout 𝑃 ∈ 𝐸 , tout 𝑥 réel on note

𝑢(𝑃)(𝑥) =
1

∫
0

𝑅(𝑥 + 𝑡)𝑃(𝑡)d𝑡

1. Vérifier que pour tout 𝑃 de 𝐸 , 𝑢(𝑃) est une fonction polynôme de degré au plus 𝑛. Montrer que 𝑢 définit
un endomorphisme de 𝐸 .

2. Montrer que 𝑢 est un endomorphisme symétrique de 𝐸 .

On suppose dans la suite de l’exercice que 𝑅(𝑥) = 𝑥u�.

3. Montrer que 𝑢 est un isomorphisme de 𝐸 .

4. Soit (𝑃0, …, 𝑃u�) une base orthonormale de vecteurs propres de 𝑢 et soient 𝜆0, …, 𝜆u� les valeurs propres
associées ces polynômes. Montrer que

(𝑥 + 𝑦)u� =
u�

∑
u�=0

𝜆u�𝑃u�(𝑥)𝑃u�(𝑦)

5. Montrer que tr(𝑢) = 2u�

𝑛 + 1

6. On prend 𝑛 = 2. Déterminer 𝜆0, 𝜆1 et un couple (𝑃0, 𝑃1) dans ce cas.

7. On prend 𝑛 = 3. Construire à partir de la base canonique une base orthonormale de 𝐸 et déterminer la
matrice de 𝑢 dans cette base.
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