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Oral
Mathématiques 1

PC
Soit l’espace vectoriel complexe

𝐸 = {𝑓 ∈ 𝒞0(ℝ, ℂ) / ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥 + 2𝜋) = 𝑓(𝑥)}

muni de la norme définie en posant, 𝑓 ∈ 𝐸 : ‖𝑓‖ = sup {|𝑓 (𝑢)| , 𝑢 ∈ 𝑅}.

Si 𝑓 ∈ 𝐸 , soit 𝐺 (𝑓) = 𝑔 : ℝ → ℂ, 𝑥 ↦
+∞

∫
0

𝑒−u�𝑓 (𝑥 + 𝑡) 𝑑𝑡.

1.
a. Montrer que 𝐺 définit un endomorphisme de 𝐸 .

b. Déterminer une constante 𝐶 > 0 telle que pour tout 𝑓 ∈ 𝐸 , on ait

‖𝐺 (𝑓)‖ ⩽ 𝐶 ‖𝑓‖

Interpréter le résultat.

2.
a. Montrer que si 𝑔 = 𝐺 (𝑓) avec 𝑓 ∈ 𝐸 , alors 𝑔 est de classe 𝐶 1 sur ℝ et vérifie l’équation : 𝑓 = 𝑔 − 𝑔′.

b. En déduire une relation entre les coefficients de Fourier 𝑐u� (𝑔) et 𝑐u� (𝑓) pour tout 𝑛 ∈ ℤ, préciser la série
de Fourier de 𝑔 et son mode de convergence.

3.

a. 𝐺 est-elle injective ? surjective ?

b. Préciser selon le complexe 𝜆, l’ensemble 𝐸u� = {𝑓 ∈ 𝐸 / 𝐺(𝑓) = 𝜆𝑓}.
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