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On note, pour 𝑘 ∈ {0, 1}, 𝑆u� l’ensemble des fonctions continues sur ℝ, 2𝜋-périodiques, à valeurs complexes telles
que ∑

u�∈ℤ
∣𝑛u�𝑐u�(𝑓)∣ converge (où (𝑐u�(𝑓))u�∈ℤ désigne la suite des coefficients de Fourier de 𝑓 ).

On considère 𝑓 une fonction de 𝑆1, 𝑟 un réel tel que 0 < 𝑟 < 1 et on définit 𝑓u� par

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓u�(𝑥) = ∑
u�∈ℤ

𝑐u�(𝑓)𝑟 |u�|𝑒u�u�u�

1. Calculer, pour 𝑥 ∈ ℝ,
+∞

∑
u�=1

𝑟u� sin(𝑛𝑥) et en déduire que

+∞

∑
u�=1

𝑟u� cos(𝑛𝑥)
𝑛

= −1
2

ln (1 − 2𝑟 cos(𝑥) + 𝑟2) .

2. On pose 𝐾u�(𝑡) = −1
2

ln (1 − 2𝑟 cos(𝑡) + 𝑟2

2
).

Montrer qu’il existe une unique fonction 𝑢 dans 𝑆0 telle que, pour tout 𝑥 ∈ ℝ
u�

∫
−u�

𝐾u�(𝑥 − 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑓u�(𝑥).

On déterminera les coefficients de Fourier de 𝑢 en fonction de ceux de 𝑓 et on vérifiera que 𝑢 est indépendante
de 𝑟.

3. Vérifier que pour 𝑡 ∈]0, 𝜋[,

∣ln (1 − 2𝑟 cos(𝑡) + 𝑟2

2
)∣ ⩽ ln 2 − 2 ln | sin 𝑡|

4. En déduire que

lim
u�→1−

u�

∫
−u�

𝐾u�(𝑥 − 𝑡)𝑢(𝑡)d𝑡 = −1
2

u�

∫
−u�

ln (1 − cos(𝑥 − 𝑡)) 𝑢(𝑡)d𝑡

5. Pour 𝑔 ∈ 𝑆0, on définit 𝜑(𝑔) par

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝜑(𝑔)(𝑥) =
u�

∫
−u�

ln (1 − cos(𝑥 − 𝑡)) 𝑔(𝑡)d𝑡

Montrer que 𝜑 est un isomorphisme de 𝑆0 sur 𝑆1.
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