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Notations
Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel > 2.

On note M, (R) (respectivement M, (C)) 'ensemble des matrices carrées d’ordre n & coefficients réels (respec-
tivement complexes), I, la matrice unité et @,, la matrice nulle de M, (R) (respectivement de M ,(C)).

Si A= (ay) € M, (R) (ou M, (C)), on note Det(A) le déterminant de A et tr(A) la trace de A, égale a

1<i,j<n .

la somme de ses éléments diagonaux : tr(4) =37 a;.

Si Ae M, (R) (ouM,(C)), le polynéme caractéristique de A est x 4(A) = det(A — AIT,).

I Réduction des matrices réelles d’ordre 2

Soit A une matrice carrée réelle de taille 2: A € M,(R)
I.A - Généralités
I.LA.1) Montrer que x4(\) = A2 — tr(A)\ + Det(A).
I.A.2) Montrer que A est diagonalisable dans M4(C) si et seulement si
tr(A)2 —4Det(A) £0  ou I\, € C tel que A = N1,
I.A.3) Montrer que A est diagonalisable dans M 4(R) si et seulement si
tr(A)2 —4Det(A) >0 ou I\, €R tel que A = \,1,

I.B — Applications

Soit (uy,)pen €t (Vi) pen deux suites & termes réels définies par

UO =1 ot Vke []\I7 uk+1 :4uk*2vk
vy =2 U1 = Up + U,

On pose, pour k € N, X, = (Zk)
k

I.B.1) Trouver une matrice A dans M,(R) telle que, pour tout entier naturel k: X, ; = AX,,.
I.B.2) Soit k dans N. Exprimer X}, en fonction de A, X, et k.

I.B.3) Prouver que A est diagonalisable puis déterminer une matrice P de M4(R), inversible telle que :

-1 (2 0Y) _
PAP(O3 =D

I.B.4) Soit k dans N. Exprimer les coefficients de A* en fonction de k.

I.B.5) En déduire I'expression de u; et v;, en fonction de k.

IT Réduction de matrices d’ordre 3 ou 4

II'A — Lecasn=3

On définit la matrice J par

IT.A.1) Calculer J2 et J3.

Soit k dans N. Préciser J* en fonction de k.
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IT.A.2) On note j le nombre complexe égal & e2im/3,
Rappeler sans justification la valeur de 1 + j + j2.
IT.A.3) Déterminer le polynéme caractéristique de J ainsi que ses valeurs propres.

IT.A.4) Déterminer une matrice inversible P de M 4(C) telle que :

100
J=pPl0o j 0|P!
00 7

IT.A.5) Soient trois nombres complexes a, b et ¢. On pose

a b c
Al(a,b,e)=1¢c a b
b ¢ a

a) Exprimer A(a,b,c) en fonction de a,b, c et des matrices I, J et J2.

b) En déduire que A(a,b,c) est diagonalisable dans M 3(C) dans une base indépendante du choix des valeurs
des complexes a, b et c.

¢) Préciser les valeurs propres de la matrice A(a, b, c).

d) Exprimer le déterminant de A(a,b,c) en fonction de a,b,c et du nombre complexe j sous la forme d’un
produit.

I1.A.6) On pose E = {A(a,b,c); (a,b,c) € C3}.
a) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M 5(C).

b) Donner la dimension de E en justifiant avec soin.

II.B — Le cas n > 3 quelconque
Dans cette question, n désigne un entier supérieur ou égal a 3: n > 3.
On note e = (eq, ..., e,,) la base canonique de C™.

On note u 'endomorphisme de C™ défini par : u(ey) = ey, u(es) = ey, ..., u(e,) =e,_; et u(e;) = e,,, c’est-a-dire

Vk € {2,...,n}, on au(e,) = e,_; tandis que u(e;) =€

n

II.B.1) On note U la matrice de u dans la base canonique e de C™. Expliciter la matrice U.

II.B.2) On note w une racine n'®™° de I'unité et x, le vecteur de C™ défini par :

n
— k—1
xw—g w" ey
k=1

Calculer u(z,,) en fonction de w et de z,,.

I1.B.3) Montrer que u est diagonalisable. On précisera une base de vecteurs propres pour u.
I1.B.4) Que peut-on dire de u™ ?

II.C — Le cas n =4 quelconque
Dans toute cette partie, on choisit n = 4.
I1.C.1) Expliciter U,U?%,U3,U* ou U est la matrice définie dans la question précédente.

I1.C.2) On note (a,b,c,d) une famille de 4 complexes et on pose :

S0 e
o e o

Montrer que V est diagonalisable dans M ,(C).

Donner une base de vecteurs propres et préciser les valeurs propres de la matrice V' en fonction des nombres
complexes a,b,c,d et i.
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IIT Le théoreme de Cayley-Hamilton

Soit A une matrice de M, (C).
On note : x4(A\) = (—=1)"(A\" —a, A" ' —a,

Le but de cette partie est de montrer que A annule son polyndéme caractéristique, c’est-a-dire que :

2 A2 — . —ag) le polyndme caractéristique de A.

A" —a, AV —q, JAV2— L —qyl, =0,
III.A — Justifier 'existence d’une matrice T' triangulaire supérieure de M, (C) et d’une matrice P de M, (C)
inversible telles que A = PTP~!.
On note Ay, ..., A, les éléments diagonaux de T'.

On note E, ..., E,, les matrices colonnes des vecteurs de la base canonique de C™.

1 0

- 0 :
Ainsi B, = : et E, = 0
0 1

Le polynéme caractéristique de T est : xp(A) = (=1)"(A = A) (A = Ag).ec (A= A,).
III.B — Montrer que T et A ont le méme polyndme caractéristique.

III.C - Vérifier que, pour tout couple (7, j) d’entiers compris entre 1 et n, on a:
(T = NL)T —\1,) = (T — N\, L)(T — \1,)
III.D — Montrer que, pour tout entier k£ compris entre 1 et n — 1, on a:
(T —NyiI,) By € Vec{E,, ..., E,}

III.E — On pose, pour tout entier k compris entre 1 et n: M, = (T — A\ L) (T — X\, 1,)...(T — A\, 1), que 'on
k

peut noter M, = H(T — A;1,,) puisque les matrices du produit commutent deux a deux.
j=1
Montrer que, pour tout entier £ compris entre 1 et n, on a: M, E, = 0.

On pourra utiliser un raisonnement par récurrence sur k.

IIL.F — En déduire que [ [(T — \;1,,) = 0, puis que [J(A—\,1,,) =0
j=1 j=1
On observe que le résultat attendu en découle puisque x7 = x 4.

n*

IV Méthodes numériques de calcul du polynoéme caractéristique et
des valeurs propres d’une matrice réelle

Soit A une matrice de M, (R).

On note: x4(A) = (=1)"(A\" —a, A" ' —a, A" 2—..—ag).

n—

IV.A — Le calcul du polynéme caractéristique
Soit Xy € M, ;1 (R) une matrice colonne.

0]

ay
On pose X = ;

Ap—1

IV.A.1) Montrer que A" X, = a, A" 1 Xy +a, A" 22Xy + ... + apX,.

IV.A.2) En déduire que X est solution d’un systéme linéaire de la forme : AX = B ot A est une matrice de
M,,(R) dont on donnera les colonnes et B est une matrice colonne que ’on précisera.

IV.A.3) Que peut-on dire de ce systéme linéaire si la famille (A" 1 X, A" 2X,, ..., X,) est libre ?
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IV.B — Le calcul approché des valeurs propres

Dans cette partie, on suppose que A admet n valeurs propres réelles distinctes telles que :
A1l > Ao > .o > A,
On consideére 'ensemble F' des suites réelles (y;,)5c définies par :

Yosr Y153 Yn—1 arbitraires
Yien = Op_1Yksn1 T Opn_2Ykin_o + .- T agYy; pour tout entier k > 0

IV.B.1) Montrer que F' est un R-espace vectoriel.

IV.B.2) Montrer que, pour tout entier j compris entre 1 et n, la suite ()\f)kew appartient a F'.

Dans la suite, on admet que F' est de dimension finie avec dim F' = n.

On admet aussi que la famille ((AF);cy, ..., (A¥)cp) est une famille libre de I'espace vectoriel des suites de réels.
Soit une suite (y;,)zen de F.

IV.B.3) Justifier 'existence d’une famille de n réels (ay, ..., ;) telle que, pour tout entier k :

IV.B.4) On choisit Yy, ¥y, ---, Yp_1 POUL que ¢ soit non nul.
a) Donner un équivalent simple de la suite (y;,)cn quand k tend vers +oo.
b) En déduire que y;, est non nul a partir d’un certain rang.
¢) Montrer que lim Yrt1 _ Aq
k=400 Yy
IV.B.5) Une fois obtenue A, comment peut-on construire une suite qui converge vers A, ? On ne demande
pas de justification.

IV.C — Illustration sur un exemple

Dans cette partie, on choisit :

a=(3 %)

IV.C.1) Calculer le polynéme caractéristique de A et déterminer les deux valeurs propres A, A, avec |A;| > [Aq].
IV.C.2) Préciser la relation de récurrence vérifiée par les suites de l'espace F' associé a la matrice A.

IV.C.3) En prenant y, = 0, y; = 1, écrire des instructions en Maple ou Mathematica permettant de calculer

les 10 premiers termes de la suite (y,)zen-

Ykt
Yr

IV.C.4) Calculer ces 10 premiers termes et déterminer le plus petit entier naturel k tel que soit une

valeur approchée de \; & 107! pres.

oo e[ [Ne oo
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