
Epreuve Maths 2, filière MP : quelques sujets posés en 2010.

Sujet 1.

Soit βnn∈N une suite réelle, croissante et non majorée, avecβ0 ≥ 1. On s’intéresse à la suite
unn∈N définie par récurrence par:

u0 > 0 et∀n ∈ N, un+1 =
un

2

βn

1. Justifier que, si pour tout entiern: un > βn, alors la suiteunn∈N tend vers+∞.
Montrer que s’il existe un entierk tel queuk ≤ βk, alors la suiteunn∈N est convergente, de
limite nulle.

2. En déduire l’existence d’un élémentλ ∈ R ∪ +∞ tel que:

u0 < λ ⇒ un
n→+∞
 0 et u0 > λ ⇒ un

n→+∞
 +∞

3. Pour cette question, on supposeβn = n + 1 pour toutn. A l’aide du logiciel de calcul
formel, justifier rigoureusement le comportement de la suite pour certaines valeurs deu0 et
en déduire un minorant deλ.

4. On introduit maintenant la suitevnn∈N définie par

∀n ∈ N, vn =
lnun

2n

Exprimervn en fonction dev0 et des termes de la suiteβnn∈N.
5. On suppose qu’il existeρ > 1 tel queβn = Oρn quandn tend vers+∞. Justifier que

λ ∈ R et donner son expression sous la forme d’une somme de série.
6. On reprend le cas particulier de la question 3. Donner à l’aide du logiciel de calcul formel

une valeur approchée deλ.
Déterminer un entiern tel que la somme partielle d’ordren de la série précédente donne une
valeur approchée deλ à 10−4 près.

Sujet 2.

1. Utiliser le logiciel de calcul formel pour exprimer, pourtout couple d’entiersn,m ∈ N2,
la valeur de l’intégrale :

∫
0

1
xn1 − xmdx

à l’aide des factoriellesn!, m! et n + m + 1!.

2. Soienta et b deux réels. a. Démontrer que la série de terme général
a n + b

3n
n . 2n

est

convergente.
b. Démontrer à l’aide de la question 1., l’existence d’un polynômePa,b à préciser tel que

∑
n=0

+∞ a n + b
3n
n . 2n

= ∫
0

1 Pa,bx
x − 23x2 + 13 dx

On pourra utiliser le logiciel de calcul formel pour le calcul de certaines sommes de séries.
3. A l’aide du logiciel de calcul formel, déterminer alors deux réels rationnelsa et b tels que:

∑
n=0

+∞ a n + b
3n
n . 2n

= π



Sujet 3.

On considère l’équation différentielleE : y ′x = sinx − yx3.
1. a. Soita,b ∈ R2. Justifier l’existence et l’unicité d’une solution maximale y deE telle

queya = b. Que dire de son intervalle de définitionJ ? Que dire de deux solutions
maximalesy1,y2 vérifiant respectivementy1a = b et y2a + 2π = b ?
b. Avec le logiciel de calcul formel, tracer simultanément les graphes des solutions telles
quey−1 = k / 5 aveck = −5,−4, . . . ,5, d’abord sur−1,5 puis sur−1,15.

2. Dans cette question,y est une solution maximale deE, définie sur l’intervalleJ. On veut
établir que supJ = +∞. Soita ∈ J et b = ya.
a. Montrer que sib > 1, il existea′ > a tel queya′ = 1 (raisonner par l’absurde). Enoncer
une propriété analogue sib < −1.
b. Montrer que sib = 1, alorsy est strictement décroissante au voisinage dea. Enoncer une
propriété analogue sib = −1.
c. Montrer que si |b|< 1, alors |yx|< 1 pour toutx ∈ J ∩ a,+∞. Montrer alors que
supJ = +∞ (observer quey est lipschitzienne surJ ∩ a,+∞)
d. Conclure que dans tous les cas, supJ = +∞ et qu’il existex0 tel que |yx |< 1 pour
x > x0.

3. On va établir l’existence d’une solution deE définie surR et 2π-périodique. On noteϕ
l’application qui àb ∈ −1,1 associe la valeur enx = 2π de la solution maximale deE
telle quey0 = b.
a. On admet que la fonctionϕ vérifie: |ϕb2 − ϕb1|< |b2 − b1| pour tousb1,b2 distincts
dans−1,1. Montrer queϕ possède un unique point fixeb0 dans−1,1
b. On notey0 la solution maximale deE telle quey00 = b0. Montrer quey0 est définie
surR et qu’elle est 2π-périodique.
c. A l’aide du logiciel de calcul formel, donner une valeur approchée deb0 et tracer le
graphe dey0 sur un intervalle "assez large" de part et d’autre de 0.

Sujet 4.

On considère dans le plan affine euclidienR2, un arcΓ de classeC1 et régulier, paramétré
par une abscisse curvilignes, M : s ∈ R ↦Ms ∈ R2. Pour touts deR, on noteGs le centre

de gravité de l’arcM0Ms, défini ainsi :

∀s ∈ R∗, Gs = 1
s ∫0

s
Mu du; et G0 = M0

Soit alorsΔ l’arc paramétré parG : s ∈ R ↦Gs.
1. Dans cette question,Γ est l’arc paramétré parNt = t, cosht où cosht est le cosinus

hyperbolique det. Calculer son abscisse curvilignes nulle ent = 0 et paramétrerΓ pars. En
déduire les coordonnées deGs. Tracer sur un même graphique les supports deΓ etΔ.

2. On suppose dans cette question que l’arcΓ est paramétré parNt = t, ft où la fonction
f : R → R est convexe et de classeC1.
a. Soitx,y ∈ R2. Montrer que:y ≥ fx  ∀u ∈ R, y ≥ f ′ux − u + fu .
b. En déduire que le support de l’arcΔ est "au-dessus" du support deΓ.

3. Reprendre les questions posées au 1. avec l’arcΓ paramétré parNt = cost, sint.
4. On suppose dans cette question que la fonctionM est périodique de périodeL > 0.

a. Montrer queGs converge vers un pointΩ lorsques tend vers+∞.
b. Que représenteΩ pour le support deΓ ? Montrer queΩ est un point multiple de l’arcΔ.
c. Avec l’exemple de la question 3., compléter le graphique des supports deΓ etΔ par celui
des segments de droiteMsGs pours = π

2 , 3π
4 etπ. Emettre une conjecture puis la

démontrer dans le cas général.



Sujet 5.

Soit p un nombre premier. Pour tout entierk ∈ 1, . . . ,p − 1, on pose:

pk =
p − 1!
kp − k

.

1. Cette question est à traiter à l’aide du logiciel de calculformel. Les instructionsithprime
ou isprime de Maple etPrime[.] de Mathematica peuvent être utiles.

a. Etudier la divisibilité de l’entier∑
k=1

p−1

pk parp pour les 20 premiers nombres premiers.

b. On note
ap

bp
la fraction irréductible représentant le rationnel∑

k=1

p−1
1
k

. Etudier la divisibilité

deap parp2 pour les 20 premiers nombres premiers.
2. On suppose que le nombre premierp est supérieur ou égal à 5 et on se place dans le corps
Z/pZ. On notek la classe d’un entierk ∈ Z dansZ/pZ.
a. Montrer quep − 1! = −1.

b. Montrer que pour toutk ∈ 1, . . . ,p − 1, on a:pk = k2
−1

.

c. Montrer que:∑
k=1

p−1

k−1 2
= ∑

k=1

p−1

k
2
. Conclure quant à la divisibilité de∑

k=1

p−1

pk parp .

3. On rappelle que
ap

bp
est la fraction irréductible représentant le rationnel∑

k=1

p−1
1
k

.

Exprimerp bp ∑
k=1

p−1

pk en fonction deap. Qu’en conclut-on ?

Sujet 6.

On noteE = CN leC-espace vectoriel des suites complexesunn∈N . Pour toute suite
u = unn∈N deE, on définit la suiteT u = v par:∀n ∈ N, vn = un+1.

1. On définit ainsi un endomorphismeT deE. Déterminer ses valeurs propres et ses
sous-espaces propres.

2. Soitλ ∈ C. Déterminer kerT − λ idE2.
3. SoitF le sous-espace vectoriel deE ensemble des suitesunn∈N définies par

u0,u1,u2,u3 ∈ C4 et vérifiant la relation de récurrence:

∀n ∈ N, un+4 = 6 un+3 − 13 un+2 + 12 un+1 − 4 un .

a. Montrer qu’il existe deux scalairesλ1,λ2 tels que
F = kerT − λ1idE2 ⊕ kerT − λ2idE2.
b. En déduire une méthode de calcul deun pourunn∈N appartenant àF.
c. Expliciterun lorsqueu0,u1,u2,u3 = 1,−1,1,−1.

4. Pourunn∈N appartenant àF, on noteVn le vecteur colonneVn = tun,un+1,un+2,un+3.
Déterminer une matriceM ∈ M4C telle que:∀n ∈ N, Vn+1 = M Vn.
A l’aide du logiciel de calcul formel, déterminer le polynôme caractéristique et le polynôme
minimal deM. Calculer alorsMn pourn ∈ N en fonction deI4,M,M2,M3.
En déduire une autre méthode pour déterminer les éléments deF.

Sujet 7.

Soit A : R ↦MnR une fonction de classeC1 surR et B : R ↦MnR une fonction
continue surR vérifiant, pour toutt ∈ R:



A ′t = AtBt − BtAt

1. On demande de résoudre cette question avec le logiciel de calcul formel. Icin = 2. On

définit la fonctionB : t ↦
t 1

2 t
. Résoudre l’équation différentielle

A ′t = AtBt − BtAt d’inconnueA : t ↦ At ∈ M2R. Que dire des valeurs
propres deAt ? Calculer la traceTrAtk des matricesAtk pourk = 1, . . . ,5.

2. SoitU ∈ MnC et λ1, . . . ,λn une liste de valeurs propres deU répétées avec multiplicité.
Pourp = 1, . . . ,n, on définit les quantités:σpU = ∑

1≤i1<i2<...<ip≤n
λi1λi2. . .λip et

SpU = ∑
i=1

n

λip . Onadmetalors les relations générales suivantes (où on a notéSk etσk au

lieu deSkU etσkU), pourp = 1, . . . ,n: Sp +∑
k=1

p−1

−1kσkSp−k + −1ppσp = 0.

Démontrer que siV ∈ MnC vérifie pour toutk = 1, . . . ,n : TrUk = TrVk, alors
λ1, . . . ,λn est aussi une liste de valeurs propres deV (autrement dit,U et V ont mêmes
valeurs propres avec mêmes multiplicités)

3. Soitk ∈ N∗. Montrer que l’applicationt ↦ Atk est dérivable et que sa dérivée s’exprime à
l’aide deAtk et Bt.

4. a. Qu’en déduit-on pour l’applicationt ↦ TrAtk, k ∈ N∗ ?
b. Que conclure pour les valeurs propres (réelles ou complexes) deAt lorsquet décritR ?

Sujet 8.

On considère l’ensembleEn des matricesM ∈ MnR sans valeur propre réelle et telles que
tM = M 2.
1. a. Lorsquen = 2, déterminer à l’aide du logiciel de calcul formel l’ensemble E2; vérifier

qu’il est constitué de deux matricesM1,M2.
b. Retrouver ces matrices par le calcul.
c. Montrer qu’il existe une matrice orthogonaleP ∈ O2R telle quetP M1 P = M2.

2. Montrer que l’ensembleE3 est vide.

3. Montrer à l’aide du logiciel de calcul formel que la matrice A = 1
2

−1 1 −1 1

−1 1 −1 1

1 −1 −1 1

−1 −1 −1 −1

appartient àE4.
4. a. Montrer que tout endomorphismeu d’unR-espace vectoriel de dimension finie≥ 2, sans

valeur propre réelle, admet au moins un plan stable.
b. SoitE un espace vectoriel euclidien,F un sous-espace stable par un endomorphismeu
dont l’adjointu∗ vérifie u∗ = u2. Montrer que l’orthogonal deF est aussi stable paru.
c. Montrer, lorsquen = 4, que pour toute matriceM ∈ E4, il existeP ∈ O4R telle que

tP M P =

1/2 3/2 0 0

− 3 /2 1/2 0 0

0 0 −1/2 3/2

0 0 − 3 /2 −1/2

.

d. Expliciter une telle matriceP pour la matriceA de la question 3. Vérifier le résultat avec
le logiciel.


