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Exemples de dynamique stellaire et galactique

 

Les deux parties du problème sont indépendantes.

 

Données numériques

 

 : 

 

Partie I - 

 

I.A - Préliminaire

 

On considère le mouvement circulaire d’une planète, de masse , en orbite à la
distance  du soleil sous la seule action de la force gravitationnelle du soleil.
I.A.1) Exprimer cette force gravitationnelle en fonction de , , et . En
déduire la dimension physique de la constante  en fonction des seules unités
de base du système S.I. 
I.A.2) Établir une relation liant la période orbitale  du mouvement de la
planète au rayon et aux paramètres  et . On obtient ainsi une expression
simplifiée de la troisième loi dite de Kepler. 

 

I.B - Application

 

 
Notre galaxie, dont la trace sur le ciel nocturne est appelée "voie lactée", est un
système formé d’un grand nombre d’étoiles animées autour de leur centre de
masse commun de mouvements orbitaux supposés analogues à ceux des planè-
tes autour du soleil. La figure 1 représente le schéma de notre galaxie vue en
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coupe avec ses trois parties caractéristiques : bulbe central, disque, halo sphéri-
que d’amas d’étoiles (appelé amas globulaire). Le soleil est localisé au niveau du
disque galactique, à une distance  du coeur de la galaxie ; il décrit
autour du noyau galactique une orbite circulaire en une période

 soit  
On supposera que toutes les masses confinées à l’intérieur d’une sphère de
rayon  agissent comme si elles se trouvaient au centre de la galaxie.

I.B.1) Donner une estimation grossière de la masse  de la galaxie, en kilo-
grammes, puis en unités de masse solaire .
I.B.2) Comparer le nombre  à l’évaluation  déduite par les
astronomes à partir d’études de rotation de notre galaxie. Interpréter simple-
ment l’écart entre ces deux valeurs.
I.B.3) En admettant que la masse moyenne d’une étoile est de l’ordre de la
masse du soleil , donner, pour l’ensemble de la galaxie (bulbe central, disque,
halo sphérique : figure 1) l’ordre de grandeur de la densité d’étoiles, exprimée en
nombre  d’étoiles par année-lumière. 

 

I.C - Généralisation de la troisième loi de Kepler

 

On considère deux étoiles (supposées “ponctuelles”)  et  d’un “système
binaire”, de masses respectives  et  ; on néglige toute interaction autre que
l’interaction gravitationnelle qui existe entre les deux étoiles (on suppose donc
que les deux étoiles forment un système isolé) et on appelle C leur centre de
masse. Les deux étoiles  et  décrivent des orbites circulaires de centre C et
de rayons respectifs  et  ; on pose .
I.C.1) Expliquer pourquoi les deux étoiles ont la même période orbitale  et
montrer que .
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I.C.2) Montrer que la période orbitale T est donnée par l’expression

.

Que devient cette expression si  ? Comparer avec le résultat de la ques-
tion I.A.2.
I.C.3) Application numérique : deux étoiles Alpha et Bêta, décrivent deux
orbites circulaires de rayons respectifs  et  avec
une période orbitale . Déterminer les masses  et  de ces
deux étoiles en kilogrammes, puis en unités de masse solaire . 

 

I.D - Vitesse de libération

 

I.D.1) Exprimer l’énergie totale initiale  d’un satellite artificiel de masse
lancé avec une vitesse  à partir de la surface d’une planète (à symétrie

sphérique) de rayon  et de masse . Exprimer de même l’énergie totale  du
satellite en un point quelconque en fonction de la distance  de ce point au cen-
tre de la planète et de la vitesse  du satellite en ce point.
I.D.2) En déduire, en l’absence de frottement, la vitesse minimale , appelée
vitesse de libération, qui doit être “initialement” communiquée au satellite pour
qu’il puisse s’éloigner indéfiniment de la planète. On exprimera  en fonction
de , et .
I.D.3) Application numérique :

• Cas d’un satellite terrestre : exprimer la vitesse de libération de 
en fonction du rayon terrestre  et de l’accélération de la pesanteur

au niveau du sol. Faire l’application numérique. Pourrait-on commu-
niquer une telle vitesse à un satellite au niveau du sol ? 

• Cas d’une particule au voisinage du soleil : déterminer la valeur numé-
rique de “la vitesse de libération”  d’un ion produit à la surface du
soleil. 

I.D.4) Dans le cas du soleil, exprimer la vitesse de libération  en fonction
de la constante de gravitation , du rayon  du soleil et de la masse volumi-
que moyenne  du soleil. Quelle indication peut-on en déduire pour d’autres
étoiles de structure interne comparable ?

 

I.E - Étoile de Laplace

 

En 1798, dans “Exposition du Système du Monde”, Laplace imagine un astre de
même masse volumique moyenne que la terre, soit , et de diamètre égal à 250
fois celle du soleil. Quelle est la vitesse de libération correspondante à partir de
la surface de l’astre ? Pourquoi Laplace conclut-il qu’un tel astre empêche la
lumière de quitter sa surface, le rendant ainsi invisible ? Dans la terminologie
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actuelle, celle de la Relativité Générale, un tel “objet” est décrit comme un “trou
noir”.

 

I.F - Rayon de Schwarzschild 
On admet qu’un corps de masse  agit comme un trou noir si son rayon est
inférieur à un certain rayon critique  appelé rayon de Schwarzschild, défini
par une vitesse de libération à la surface de ce corps égale à la vitesse de la
lumière dans le vide, soit . 
I.F.1) Exprimer  en fonction de ,  et .
I.F.2) Application numérique : calculer le rayon de Schwarzschild  dans
le cas du soleil, puis de la terre.
I.F.3) Exprimer la force gravitationnelle  exercée par un trou noir sur un
objet en fonction de la masse  de l’objet, de sa distance  au centre du trou
noir, du rayon de Schwarzschild  du trou noir et de . 
Application numérique : calculer  pour , ,

.
I.F.4) Calculer l’accélération de la pesanteur  au niveau de la sphère de
Schwarzschild en fonction  et . 
Application numérique : calculer  pour .
I.F.5) On appelle “sphère des événements” la sphère de rayon . Justifier
qualitativement le choix de ce terme.

I.G - Application au cœur de notre galaxie
Des astronomes ont observé un petit objet massif au centre de notre galaxie. Un
anneau de matière est en orbite circulaire autour de cet objet massif. L’anneau
a un diamètre de et sa vitesse orbitale est voisine de .
I.G.1) En supposant la masse de l’objet massif très supérieure à celle de
l’anneau, déterminer la masse  de cet objet massif, en kilogrammes, puis
en unité de masse solaire (cf question I.A.2).
I.G.2) L’observation des étoiles, aussi bien que les théories modernes de leur
structure, montrent qu’il est pratiquement impossible pour une étoile simple,
d’avoir une masse supérieure à environ 50 masses solaires. L’objet massif précé-
dent peut-il être une étoile ?
I.G.3) La plupart des astronomes pensent actuellement que l’objet massif
situé au centre de notre galaxie, et dont la masse  a été déterminée à la
question I.G.1, est un trou noir. S’il en est ainsi, quel est son rayon de Schwarzs-
child  et comparer la valeur numérique ainsi obtenue à la distance moyenne

 entre la terre et le soleil.
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I.G.4) Un candidat privilégié au statut de trou noir est Cygnus X-1, ainsi
nommée parce qu’elle fut la première source de rayons X découverte dans la
constellation du Cygne. Or, Cygnus X-1 est un système binaire localisé à 8000 al
de la terre. Les deux objets de ce système sont respectivement une étoile super-
géante bleue, notée HDE226868 et un objet compact non directement “visible”
identifié à un trou noir. La période orbitale de Cygnus X-1 est . La
masse de l’étoile supergéante HDE226868 est estimée à  et celle du
trou noir à . En supposant les orbites circulaires, déterminer les
valeurs numériques du rayon de l’orbite et la vitesse orbitale de chaque objet.
Comparer ces résultats au rayon orbital  et à la vitesse orbitale  de la terre
dans son mouvement autour du soleil.

Partie II - 

Théorie dite “épicyclique” du premier ordre du mouvement stellaire 
pour une galaxie en forme de disque

En réalité, peu de galaxies répondent à
une symétrie sphérique même approxi-
mative. Dans cette seconde partie, nous
explorons les types d’orbites possibles,
dans un potentiel moyen , dit axisymé-
trique.
Un point M est repéré par ces coordon-
nées cylindriques  centrées sur le
noyau galactique C (figure 2).
L’axe z est aligné avec l’axe de symétrie de
la galaxie et le potentiel axisymétrique U
est fonction des seules coordonnées  et

, soit  ; en outre, la fonction  est symétrique par rapport au
plan équatorial  et on a donc .

II.A - Justifier brièvement que .

II.B - On s’intéresse au mouvement d’une étoile témoin de masse unité (assi-
milable à un point matériel M), dans le potentiel axisymétrique .
II.B.1) Écrire la relation fondamentale de la dynamique et en déduire trois
équations du mouvement (utilisant les coordonnées cylindriques  et le
potentiel  ou ses dérivées par rapport à ).
II.B.2) Montrer que la composante du moment cinétique de la particule sur
l’axe Oz est conservée au cours du mouvement ; on notera  cette constante.
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II.B.3) En déduire que l’étude générale du mouvement du point M peut alors
être ramené à un problème à deux inconnues  et  régi par les équations

 et  dans le plan méridien (CMH).

Ce plan est animé d’un mouvement de rotation de vitesse angulaire  géné-
ralement non uniforme (autour de l’axe ). Donner l’expression du potentiel

 appelé “potentiel effectif” en fonction de ,  et .
II.B.4) Vérifier qu’un mouvement circulaire uniforme dans le plan équatorial

 correspond à un minimum du potentiel effectif . En désignant par 
le rayon de cette trajectoire circulaire, exprimer la vitesse angulaire  en fonc-
tion de  et de .
II.B.5) Écrire l’énergie totale  de l’étoile de masse unité dans le potentiel
axisymétrique . À quelle inégalité doivent satisfaire  et  ?

II.C - Approximation épicyclique : dans les galaxies à disque, de nombreuses
étoiles suivent des trajectoires presque circulaires.
On pose ,  correspondant à la trajectoire circulaire particulière étu-
diée à la question II.B.4. et on peut considérer que le potentiel  devient alors
fonction des paramètres  et  :  avec  et . En outre,
les coordonnées  ne sont autres que les coordonnées du minimum de

 dans le plan méridien (CMH).
II.C.1) Effectuer un développement limité de la fonction  au voisinage du
point  et montrer que  peut se mettre sous la forme

, à des termes du troisième ordre près en  et
en . Déterminer les constantes  et  en fonction des valeurs des dérivées
secondes de la fonction  au point .
II.C.2) Montrer que les équations du mouvement peuvent ainsi se mettre sous
la forme, dite “harmonique”, suivante :  et .
•  est appelée pulsation épicyclique : montrer que  peut s’écrire sous la

forme 

où  est la vitesse angulaire définie à la question II.B.4 et  un entier que l’on
déterminera.
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•  est appelée pulsation verticale : exprimer  en fonction de 

. 

II.C.3) En pratique, près du centre d’une galaxie, la vitesse angulaire  est
pratiquement indépendante de  (la rotation est dite rigide :  est sensible-
ment constante). Montrer que cette situation correspond à un potentiel  har-
monique, de la forme , (  constante).
D’autre part, la décroissance de  est rarement plus rapide que dans le cas
d’un potentiel  newtonien, de la forme , (  constante).
Quelles sont les valeurs limites de  correspondant à ces deux situations
extrêmes ? On exprimera ces deux valeurs de  en fonction de .
II.C.4) Montrer que, dans le cadre de l’approximation épicyclique, les constan-
tes du mouvement sont au nombre de trois. Préciser quelles peuvent être ces
constantes (on pourra par exemple utiliser les équations du mouvement obte-
nues à la question II.C.2).
II.C.5) On écrit la solution de l’équation radiale en  sous la forme 
avec  et . Montrer, au moyen d’un développement
limité simple de  au voisinage de , que la variable angulaire  peut s’écrire
sous la forme :

  .

Déterminer  en fonction de , , ,  et du temps . Définir l’amplitude  

de la fonction et calculer le rapport  en fonction de  et . Donner les

valeurs de ce rapport dans le cas d’un potentiel harmonique , puis d’un

potentiel newtonien .
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II.C.6) On se place le référentiel
, centré sur l’épicentre  de

coordonnées : 
et “tournant” à la vitesse  autour de
l’axe . On rappelle que  et 
et que, par suite, sur une distance de
l’ordre de  ou , on peut assimiler l’arc
de cercle de rayon R à un segment de
droite (figure 3). Tracer la courbe repré-
sentant la projection de la trajectoire de
l’étoile dans le plan . Quelle est
l’allure de cette courbe ? Dans quel sens
cette courbe, appelée épicycle, est-elle
décrite ? 
Que peut-on dire du mouvement suivant
l’axe  par rapport aux deux autres mouvements (suivant  et ) ? 
II.C.7) Représenter l’allure de la projection de la trajectoire de l’étoile dans le
plan équatorial  de la galaxie. Cette trajectoire ressemble à une “rosette”
présentant un certain nombre de lobes par tour ; exprimer ce nombre en fonction
de  et . 
II.C.8) Le soleil effectue 1,3 oscillation dans la direction radiale pendant qu’il
décrit une orbite complète dans le plan galactique. L’orbite du soleil se ferme-t-
elle sur elle-même ? Déterminer la valeur de  sachant que la période du soleil

vaut : .

II.C.9) À quelle condition portant sur le rapport  la projection de la trajec-

toire dans le plan équatorial  a-t-elle l’allure d’une ellipse ?
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